Oefeningen 


Teken het beeldpunt van de hoek op de goniometrische cirkel. 
Schat de goniometrische getallen op 0,1 nauwkeurig. 


a) a = 45° met beeldpunt A 
COS a = 
SIN Œ = 
tan Q = 

b) B= -90° met beeldpunt B 
cos D s 
sin B = 


tan D = 


C) y=120° met beeldpunt C 
COS y = 
sin y = 
tany = 

d) ô= -130° met beeldpunt D y 


COS ô = 


ü 


sin ó 


U 


tan ó 


e) €= -210° met beeldpunt E 


N 


Ge € 


ü 


SINE 


l 


tan € 
f) ọ= 315° met beeldpunt F 


COS Q — 


sin Ọ = 


tan p = 
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Relaties tussen de goniometrische getallen van een hoek 


1.6.1 Afgeleide formules uit de definitie van tangens 


Je noteert de afgeleide formules voor de sinus en de cosinus van een hoek uit de definitie 
van de tangens, als de tangens bestaat: 


SIN @ 
tan A= ——— als cos « # 0 
COS Qi 


| | sin « 
siti € = COS € tan o COS Q = - 
tan 


als tano # O 


1.6.2 De grondformule 


een hoek œ met beeldpunt A GeoGebra 
op.de goniometrische cirkel 


COS° a + sino =| 


Stel: p, (A) = A, en p, (A) = A 


y 


In de rechthoekige driehoek OAA, geldt de stelling van Pythagoras: 
LOA,” + [AA | = 1OAT 
Q AA] = [OA | 
OA] + [OA |° = |OAF 
ili definitie sinus en cosinus en straal goniometrische cirkel 
|cos al^ + [sin al = 1 
Û een kwadraat is altijd positief 
(cos a)" + (sin a) = Y 
{ notatie 
ad 2 
cos A+ sin Q =| 


9998 ] 


2 AC. 
cos a-«sin =| 
Die formule noem je de grondformule van de goniometrie. 
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Bewijs van de formule 


M 


A ABC 


|AC|- cos B 


^" |AB|-sin (a.-- B) 


sin (a + B) = sina cos B» cos ac: sin B 


IAC|- sin p 


e In de driehoek ABC teken je de hoogtelijn AD op BC. 
De hoogtelijn verdeelt de hoek BAC in de hoeken œen B. 


e Je berekent de oppervlakte van de driehoek ABC op twee manieren: 


1) met de formule 22255 = Dong 
oppervlakte van A ABC - > | AC| - [BE 


in A ABE: |BE| = |AB| - sin (a+ B) 


+ AC - HABI sin (a+ B) (1) 


2) als de som van de oppervlakten van A ABD en A ADC: 
oppervlakte A ABD + oppervlakte A ADC 


- .-.|BDI- ADI +- | DCI - |AD| 
2l P 


IBD| = |AB| - sina |AD| = [AC] - cos B 
in A ABD: in AADC: 
|AD| = |AB| * cos a |DC| = | AC] : sin B 


En |AB| - sin a « | ACI- cos B « — LAC]: sin B: |AB| - cos a (2) 
* Uit (1) en (2) volgt: 


>: lACI - [AB] - sin (œ+ B) == |AB| + sin æ+ lACI cos B+—- ACT + sin B-|ABI- cos a 


Je deelt beide leden door — |AC| - |AB| en je verkrijgt: 


sin (a + B) = sin «+ cos B + cos a: sin B 


sin (a + B) = sin œ- cos B + cos a sin B 
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(RO _— . Los de driehoek ABC op. Bereken de zijden op 0,1 en de hoeken op 1" nauwkeurig. 


ausi Be vet 


b b=37 c=21 a=144° 


c) bb c=120 "Wy- 134 
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Vanuit twee punten A en B zie je aan de overzijde 
van een rivier twee torens D en C. 

Bereken de afstand tussen de twee torens met 
de meetgegevens op de figuur. 

Bepaal je antwoord op 1 cm nauwkeurig. 


512,5 m 


sei) Gegeven: een piramide met een vierkant grondvlak met zijde 20 cm en opstaande ribben van 45 cm. 
Bereken de hoeken van de driehoek ABC. 
Bepaal je antwoord op 1” nauwkeurig. 
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voor de voor de 
leerling leerkracht 
KUNNEN EMEN 


Met de rekenmachine de goniometrische getallen van een hoek kunnen berekenen. 


Een hoek tekenen aan de hand van een goniometrisch getal. 


De goniometrische getallen schatten bij een getekende hoek. 


De hellingshoek van een rechte bepalen. 


15 Goniometrische getallen van verwante hoeken 


V 
L2 
43 
ET 


KENNEN 


Twee georiënteerde hoeken zijn gelijk als hun maatgetallen, op een veelvoud van 360 na, 
aan elkaar gelijk zijn. 
Gelijke hoeken hebben gelijke goniometrische getallen. 


Twee georiënteerde hoeken zijn tegengesteld als hun som de nulhoek is. 


cos (-a) = cos of tan (-a) = -tan of 
sin (-«) = -sin a cot (2a) = -cot a 


Twee georiënteerde hoeken zijn supplementair als hun som de gestrekte hoek is. 

cos (180° — a) = -cos at tan (180? - æ) = -tan a 

sin (180° - a) = sin cot (180^ - a) = -cot a 

Twee georiénteerde hoeken zijn antisupplementair als hun verschil de gestrekte hoek is. 
cos (180° + æ) = -cos a tan (180^ + æ) = tan a 

sin (180^ + a) = -sin o cot (180^ + æ) = cot a 

Twee georiënteerde hoeken zijn complementair als hun som de rechte hoek is. 

cos (90° - a) = sin a tan (90° - a) = cot æ 

sin (90° - à) = cos cot (90° - œ) = tan a 

Twee georiénteerde hoeken zijn anticomplementair als hun verschil de rechte hoek is. 
cos (90° + a) = -sin af tan (90* + a) = -cot a 

sin (90° + æ) = cos. cot (90° « a) = -tan a 


AS TPI T T T S S E 


+ 
EN 
^ 


Y = KUNNEN 


Een verwantschap tussen twee hoeken herkennen. 


De relaties tussen de goniometrische getallen van een hoek onderling 
en tussen die van verwante hoeken gebruiken. 


L| TIO T T Ld LL. 
A isO LE LL g LL 


Met de rekenmachine hoeken terugzoeken waarvan een goniometrisch getal gegeven is. 


: 1.6 Relaties tussen de goniometrische getallen van een hoek 
: KENNEN 
4 "un" | | 
Afgeleide formules uit tan a = LE, (als cos a # 0): 
COS X 
z sin a - tan a - cos « 
sin & | | 
6 COS a = (als tan a bestaat en verschillend is van O) 
tan « 
7 / 
Grondformule: 
2 IN 

8 cos A+ sin a - 1 
5 Afgeleide formules: 

cos^ a. -1- sin’ a 
10 M 2 

sin &-1-cos « 
H 1 + tan’ a= pen: 

COS? Qt 

12 
13 
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KUNNEN 


Uit een goniometrisch getal van een hoek de andere goniometrische getallen afleiden. 


De grondformule en de afgeleide formules gebruiken om goniometrische uitdrukkingen 
te vereenvoudigen of identiteiten te bewijzen. 


1.7 Som- en verschilformules 


KENNEN 


Som- en verschilformules: 


sin (a + B) = sina: cos B + cos a: sin B 
sin (a - B) = sin a: cos B - cos a: sin B 
cos (a + B) = cos «+ cos B - sin «+ sin B 


cos (oat - B) = cos a: cos B + sin œ» sin B 


tan œ + tan D 
1-tana-tan D 
tan (ax - B) = tan « - tan D 

1«tana-tan B 


tan (a+ p) = 


KUNNEN | 
Uit een gegeven somformule de andere som- en verschilformules afleiden. 


De som- en verschilformules toepassen. 


Willekeurige driehoeken oplossen 


KENNEN 
De sinusregel bewijzen 
A 
sina snp siny 
De cosinusregel bewijzen 
2 2 2 
a -D a A 


2 2 2 ! 

ba «c-2-a-:c-«cos p 
2 2 2 

w «b -2-a-b-*cosy 


KUNNEN 


e sinusregel en cosinusregel gebruiken bij het oplossen van willekeurige driehoeken. 


ij realistische opgaven de oplossing interpreteren. 
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2.3.2 De formules opstellen 
P ORAO 


ax“ + bx+C=0 metae IR, enb, ce R T 
Ü 
Je deelt beide leden d à 
e dee eide ieaen door à instructiefilmpje 
X + KN 4 ie () 
q q 
li Je verandert de constante term van lid. 
b C 
X *—x2-— 
a G 
[I Je maakt het dubbel product zichtbaar. 
b 
X + 2 e= o. 
2d a 
Û Je vermeerdert beide leden met E | 
.2a 
2 2 
ORD 
2a 20. a 2a 
Û Je schrijft het linkerlid als een kwadraat van een tweeterm. 
ES. 4 
[x F b | = nA D 
2a q Aq 
Û Je werkt het rechterlid verder uit. 
2 | 
b b* - 4ac 
X+ — | = 
2 / 4a" 
Û Stel: D = b^ - 4ac. 
GEJ > 
X+ — | = 
20. Aq 
Het linkerlid is een kwadraat en dus positief. Ook de noemer van het rechterlid is positief. 
Daarom is de teller van het rechterlid (b^ — 4ac) bepalend voor het aantal oplossingen. 
Je noemt D = b^ - 4ac de discriminant van de vergelijking. 
eerste geval: D» 0 tweede geval: D = O derde geval: D < O 
CE eer [exu 
Pm a X + — = X + — zæ 
24 Aa 2g Aa 20/ 4g 


2 
e X+ M- of Xx+ d e N - = b + +) en De vergelijking heeft 
2d Aa 2 a* 2d Aa 


2a \4 ineeie 
geen oplossingen, 
"P | E) (OD. F ga b vD - c 2) _0 want het linkerlid 
2a 2a a 2a 2d is positief en 
E JD basi b het rechterlid 
99 OA Te AAE is strikt negatief. 
b 
e X 2-— 
2d 
" -b -vD -b« ND HE -— 
2d 2d | 2d 
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2.4 


Som en product van de wortels van een tweedegraadsvergelijking 


2.4.1 De formules opstellen 


De tweedegraadsvergelijking ax^ + bx + c = O heeft oplossingen als D > 0. 


som product 


P eX X 


-b-ND  -b«ND o -b-ND -b+ND 


<b- ND -b+ ND (cb? - (Np) 
2d Aa 
| -2b b - D « b&.- (b^ - 4ac) 
2g 4q" 4a* 
| b — b* - b* + 4ac 
| ] 4a* 
. 4ac 
- 4g? 
C 
a 


| 


[m] [m] 
[n] 5r a 


instructiefilmpje 


Als de tweedegraadsvergelijking ax” + bx + c = O oplossingen x, en x, heeft, 


b C 
danisS=X,+X,=-— en P=X:X,=— 
a a 


2.4.2 Voorbeelden 


Door gebruik te maken van S en P, is het mogelijk sommige eenvoudige tweedegraadsvergelijkingen 
uit het hoofd' op te lossen. 


Ran 3x«2-0 c) x «4x- 21-0 
ES -1 en x, 22 -9 xU BN ME 
P = Ek 2 P= a 
V= [1,2] y= 
Dx #9x- 20 =O d) 2x/-x-3-0 
N- o 2 mo | 
= He en x; = = X = en X,= 
P = = P = - 
V= V= 
Opmerkingen 


e AlsD «0, dan kunnen de getallen S en P wel berekend worden, 

maar hebben ze geen reële betekenis. 
* Desom- en productmethode is vooral handig als de coëfficiënt van x^ gelijk is aan 1 of —1. 
e Alsje niet onmiddellijk de oplossingen vindt, gebruik je beter de wortelformules. 
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REEKS B 


EB Bepaal twee getallen waarvan de som S en het product P gegeven zijn. 


3 ] ] 
) 52-9enPs— $2-——en Ps -— 
2) 2 i) 12 12 
De gevraagde getallen zijn De gevraagde getallen zijn 
en en 
b) S=6enP=0 Nen P= — 
36 /2 
De gevraagde getallen zijn De gevraagde getallen zijn 
en en 
1 
c) S= -ten P= -3 f) S=-0,5enP= -0,84 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
De gevraagde getallen zijn De gevraagde getallen zijn 
H | 
12 EI. en 
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=£) In een fabriek moeten 1 650 balpennen in dozen worden ingepakt. 
Als er in elke doos vijf balpennen meer konden, zouden er drie dozen minder nodig zijn. 
Bereken het aantal balpennen dat oorspronkelijk in één doos kon. 


Controle: 


Een tweede getal verkrijg ie door in het eerste getal de cijfers van plaats te wisselen. 
Het product van die twee getallen is gelijk aan 5 605. Bepaal die getallen. 


Controle: 
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In een getal van twee cijfers is het cijfer van de eenheden vier meer dan het cijfer van de tientallen. 


139 
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3.1.3 


Nulwaarde van een functie 


Voor welke waarde van de tijd x is de hoogte van de kaars nul? 
Die waarde noem je de nulwaarde van de functie f. 


Hoe lees je de nulwaarde van de functie f af op de grafiek? 


3.1.4 


4 XL 1 HOOFDSTUK 3 I FUNCTIES f(x) = 


Een nulwaarde van een functie f is een getal a waarvoor f(a) = O. 


Voorbeeld 


Bepaal de nulwaarde(n). 


f(x) = 20 - 2x f(x) =x - 9 


Differentiequotiënt 


e Bereken het differentiequotiënt in het interval |2, 4]. 


verandering op de y-as _ 
verandering op de x-as 


e Bereken het differentiequotiënt in het interval [6, 10]. 


verandering op de y-as _ 
verandering op de x-as 


2 4 6 8 10412 14 16 18 20 


In dit voorbeeld hoort bij een gelijke toename van het argument een gelijke verandering 
van het beeld. Bij eerstegraadsfuncties is het differentiequotiënt constant 
en gelijk aan de richtingscoéfficiánt van de grafiek. 


de verandering van de y-waarde 
de verandering van de x-waarde - 


Het differentiequotiënt is 


Notatie: differentiequotiënt - E (lees: ‘delta y gedeeld door delta x’) 
X 


C 
X 


REEKS B 


"2 Bepaal het tekenschema en het verloop van de functies waarvan de grafiek getekend is. 


a) tekenschema 
e verloop 
b) tekenschema 
y 
4 
—3 
2 
m 
- y 
| ° verloop 
EM Bepaal de nulwaarde(n). 
a) f() - 97 c) fx) - 3x - 6 
2 
; 
5 
: 
7 
b) f(x) = (x+ 2) d) fp) = 3 — 
9 
10 
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3.2.3 Voorbeeld 


Oom Jan is overleden. Hij laat een erfenis na die gelijk verdeeld moet worden onder zijn vijf kinderen. 
Elk van zijn kinderen krijgt een vijfde van de erfenis. 
Verdeel je de erfenis onder x personen, dan kun je het deel y dat elke persoon krijgt, 


bepalen met de formule y = - 


Waarom is het verband tussen y en x een functie? 


Je noteert: f(x) - - 
domf = berf = 
pdomf = pberf = 


Vul de tabel in en teken de grafiek. Rond, indien nodig, af op 0,001. 


Waarom mag je de punten niet verbinden? 


4 XL 1 HOOFDSTUK 3 1 FUNCTIES f(x) = — 159 
| X 


Bij de aankoop van een nieuwe smartphone is het belangrijk 

om kritisch naar de batterijduur te kijken. De stand-bytijd van 

een smartphone is de maximale tijd die de smartphone kan aanstaan 
zonder gebruikt te worden. Die is afhankelijk van het type toestel. 
Het spanningsverloop U (in V) van een batterij van een smartphone 


wordt gegeven door de functie U(t) = 3,60 + 20 


t-50 


©, 
= 
am 
— 
Q 
az 
Lul 
> 


Daarbij is t de tijd (in h) na het opladen. 
a) Teken met ICT de grafiek van de functie U, zonder rekening te houden met de werkelijkheid. 
b) Bepaal de spanning van de batterij onmiddellijk na het opladen. 


c) Met hoeveel procent neemt de spanning af tijdens de eerste dag na het herladen? 
Rond af op 0,01 %. 


d) Geef het praktisch domein en bereik van de functie U. 
pdom U = | — pber.U -= 


405 
X+5 


De grootte van een populatie cavia's wordt gegeven door de formule n(x) = 330 - 


waarbij x de tijd voorstelt (in maanden) en n(x) het aantal cavia's. 


a) Uit hoeveel cavia's bestaat de populatie nu? 


b) Hoeveel cavia's zijn er na drie maanden? 


c) Na hoeveel maanden zijn er minstens 300 cavia's? 
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(cT, EE Op een examen wiskunde op 140 werden de volgende punten behaald. 


121 94 120 96 100 9 88 09 85 53 107 112 23 


111 86 99 80 96 88 91 64 09 


a) Maak een frequentietabel. Breng de gegevens onder in klassen met klassenbreedte 10. 


: | b) Hoeveel leerlingen behaalden tussen 100 en 130? 
c) Hoeveel leerlingen slaagden? - 
8 d) Teken met ICT een frequentiepolygoon voor de relatieve frequentie. 


E e) Teken met ICT een ogief voor de cumulatieve frequentie. 


f) Hoeveel procent van de leerlingen behaalde minder dan 75? 
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Je voert een onderzoek naar het dagelijkse aantal minuten schermtijd van 

de leerlingen van je klas of jaar. 

ledere leerling kijkt op zijn smartphone naar de schermtijd van de vorige dag. 
Gebruik de verwerking van oefeningen 16 en 21 en beantwoord de vragen. 


a) Bereken de variatiebreedte en geef de betekenis. 


b) Een kwart van de leerlingen is hoogstens minuten per dag bezig 
met de smartphone. 
c) Een kwart van de leerlingen is minstens _ minuten per dag bezig 


met de smartphone. 


d) Teken de boxplot met ICT en bespreek. 


Uitschieters verwijderen uit een rij waarnemingsgetallen i MONUMANISLIMITED" - ELIUD KIPCHOGE | 


is niet altijd een goede statistische methode. FINISH 

e Uitschieters die ontstaan zijn door een meetfout an 
of een verkeerde omzetting van eenheden, 
bijvoorbeeld van inches naar cm, verwijder je het best. 

e Uitschieters die werkelijk afwijken van de andere gegevens, 
zoals een topprestatie in de sport, verwijder je beter niet. 


Is het een goede statistische methode om de uitschieter te verwijderen in de volgende gevallen? 


a) De lengte (in cm) wordt bepaald van 150 volwassen Belgische vrouwen. 


Van één vrouw wordt een lengte van 204 cm genoteerd. J J 
5) Men meet de temperatuur (in °C) in de 55 klaslokalen van een school. 4 4 
In lokaal A104 wordt een temperatuur van 85 “C gemeten. 
c) Bij metingen van het ozongehalte in de zomer aan de kust liggen alle waarden E E 
tussen 62 en 184 ug/m', behalve in Oostende, waar 265 ug/m' wordt gemeten. 
d) Bij een toets wiskunde heeft iedereen minstens 8 op 20. 4 A 
Leopold heeft gespiekt en heeft O op 20 gekregen. 
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4.5.5 Linksscheve verdelingen 


De frequentiepolygoon toont de geboortemassa (in gram) van alle kinderen die vorig jaar 


in een bepaald Vlaams ziekenhuis zijn geboren. 


/ f |^ 


WEE 57 uU uH 
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EEE 
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u 
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oO 
oO 
le 
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e 
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pm 
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(5) 


750 1 250 1 750 2250 2750 3 250 3 750 4 250 4 750 


250 


massa (g) 


Vertrek je van de ruwe data van het onderzoek, dan vind je de volgende centrummaten: 


= [3 500, 4 000| 


modale klasse 


=3 330 


Me 


3 2/2,5 


X = 


De mediaan is groter dan het gemiddelde en beide centrummaten liggen onder de modale klasse. 


] 


Er Is dus een staart naar links’. 
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Betekenis van de correlatiecoëfficiënt 


nnn De correlatiecoëfficiënt is een getal tussen -1 en 1. 
Bii Als r » 0, dan is er een positief verband. 
ERE Als r< O, dan is er een negatief verband. 


TN (0 Quél«o8 


Th ham | 
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4.6 Tweedimensionale statistiek ering 
KENNEN 


Een puntenwolk is een grafische voorstelling van puntenkoppels (x, y). 


Daarbij is x de onafhankelijke veranderlijke en 
y de afhankelijke veranderlijke. 


Bij lineaire regressie zoek je een rechte als trendlijn bij een puntenwolk. 
Die rechte past zo goed mogelijk bij de puntenkoppels. 


De correlatiecoëfficiënt is de gemiddelde waarde van de producten van 
de standaardscores van de x-waarden en de y-waarden. 


De correlatiecoëfficiënt geeft de sterkte weer van het verband 
dat bij een lineaire regressie hoort. 


Correlatie betekent dat twee veranderlijken op een ordelijke manier 

een bepaalde samenhang hebben. 

Correlatie betekent niet dat er een oorzaak-gevolgrelatie (causaal verband) is 

tussen beide veranderlijken. Er kan een derde (verwarrende) veranderlijke een rol spelen. 


KUNNEN 


Regressie gebruiken om bij een puntenwolk de best passende (lineaire) 
trendlijn te bepalen. 


De correlatiecoëfficiënt met ICT berekenen en daarmee de sterkte van 


u een lineair verband weergeven. 


Bepalen of er, naast een correlatie, ook een causaal verband bestaat en 
de eventuele verwarrende variabele benoemen. 


I | NE E ul l| |' 
M G M ES 
tE |l 
EN 7 
[LO LLL IsO MT LL Ls 
Lo] L dtt p | Ll [+ 
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eene VCNue 


10 


Oefeningen 


Bereken. 
a) (1-2i)+(3-4i) = 
b) 3i+(4-3i) : 
c) 2«(-1« 2i) " 
d) (10 + 6i)+ (10 -6i) = 
a egeta = 


f) (5+9i)+(-5+9i) = 


REEKS B 


g)(-1«2i)-(344i) =__ 


h) Si-(2+9i) = 


J 


k) (8 + 4i) - (8 - 4i) - 


Stel de complexe getallen voor in het complexe vlak. 


Qc 342) b25-4i 


i) 8-(-2- 2i) = 


) (-2+4i)-(-3+7i) = 


) (-4+5i)-(4-5i) 
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Oefeningen 


REEKS B 


Bepaal de goniometrische vorm van de complexe getallen. 
Bepaal het argument op 1° nauwkeurig. 


a) 1+ V3i e) 1 


c) -7 g) 1« 15: 
d)-3N3 + 3i h) -6 + 8i 
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Achteraf blijkt dat persoon A niet meer kan op tijdstip 2 en persoon C niet meer kan op tijdstip 4. 
e Persoon A kan op tijdstippen 1 en 3. 

e Persoon B kan op tijdstippen 1 en 3. 

e Persoon Ckan op tijdstip 5. 


e Persoon D kan op tijdstippen 3 en 5. 


tabel graaf 


A 

B 
c 
; 


Is het mogelijk om alle personen in te plannen? 


Alleen wanneer k personen ten minste k verschillende tijdstippen opgeven, 
kan er met zekerheid een oplossing gevonden worden. 


Bij een tweedelingsgraaf G met groepen X en Y bestaat een matching 

die alle elementen van X matcht met elementen van Y, 

als en slechts als 

elke k elementen van X samen ten minste k verschillende buren hebben in Y (voor elke k = 1, 2, …). 


Na de wijzigingen levert elke combinatie van een, twee of drie personen geen probleem op. 
Als je echter een match zoekt voor vier personen, heb je onvoldoende verschillende tijdstippen. 
Opmerking 


De onderstaande tekeningen geven twee grafische voorstellingen weer 
van dezelfde tweedelingsgraaf. 


E 


Bij de linkse voorstelling is het niet evident om vast te stellen of de graaf een tweedelingsgraaf is. 
Door de knopen te herschikken, krijg je een duidelijker beeld van de groepen. 
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e Bogen ABen BE met gewicht 7 
zijn de kortste nog niet gekozen bogen. 
Je kiest willekeurig AB. 


BD vormt met AB en AD een cykel. 
Die sluit je daarom uit in het verdere proces. 


e BE is de kortste nog niet gekozen boog. 


Sluit alle bogen (BC, DE en EF) die een cykel 
vormen, uit. 


e EGisde kortste nog niet gekozen boog. 


Daarmee zijn alle knopen verbonden. 


Toegepast op het rioolnetwerk 


Pas het algoritme toe op het rioolnetwerk uit de probleemstelling. 


Hoeveel meter rioolbuizen zal de aannemer moeten leggen? 
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